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PЕШЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ГЛАДКОСТИ ОДНОМЕРНОГО ВОЛНОВОГО  
УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ЗАДАЧИ СО СМЕШАННЫМИ УСЛОВИЯМИ
Аннотация. В аналитическом виде представлено классическое решение в классе непрерывно дифференцируе-
мых функций произвольного порядка со смешанными граничными условиями в четверти плоскости для волнового 
уравнения. Граница области состоит из двух перпендикулярных полупрямых. На одной из них задаются условия 
Коши. Вторая полупрямая разделена на две части: конечный отрезок и оставшаяся часть в виде полупрямой. На 
отрезке задается условие Дирихле, на второй части в виде полупрямой – условие Неймана. В четверти плоскости 
определяется классическое решение рассматриваемой задачи при построении которого выписывается частное реше-
ние исходного волнового уравнения. Для заданных функций задачи выписываются условия согласования, которые 
являются необходимыми и достаточными, чтобы решение задачи было классическим высокого порядка гладкости 
и единственным.
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THE SOLUTION OF ARBITRARY SMOOTHNESS OF THE ONE-DIMENSIONAL  
WAVE EQUATION FOR THE PROBLEM WITH MIXED CONDITIONS
Abstract. In this paper, we represented an analytical form of a classical solution of the wave equation in the class of contin-
uously differentiable functions of arbitrary order with mixed boundary conditions in a quarter of the plane. The boundary of the 
area consists of two perpendicular half-lines. On one of them, the Cauchy conditions are specified. The second half-line is sep-
arated into two parts, namely, the limited segment and the remaining part in the form of a half-line. The Dirichlet condition is 
specified on the segment, as well as the Neumann condition is fulfilled on the second part in the form of a half-line. In a quarter 
of the plane, the classical solution of the problem under consideration is determined. To construct this solution, a particular solu-
tion of the original wave equation is established. For the given functions of the problem, the concordance conditions are written, 
which are necessary and sufficient for the solution of the problem to be classical of high order of smoothness and unique.
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Введение. Классическое решение смешанной задачи для волнового уравнения в четверти 
плоскости с условиями Коши на одной из полупрямых и граничными условиями на другой рас-
смотрено в работе [1]. В первой части этой статьи излагается конструкция частного решения 
произвольной гладкости волнового уравнения в четверти плоскости между координатными ося-
ми. Построение частного решения для указанной области представлено и в [2, 3]. Следующим 
важным моментом решения рассматриваемой задачи в данной работе является построение об-
щего классического решения исходного уравнения.
Для задачи Коши в полуплоскости эффективным методом построения частного решения яв-
ляется метод Дюамеля через решение вспомогательной задачи Коши для однородного уравнения 
[4–7]. В случае других областей рассматриваемых задач, отличных от полуплоскости и полу-
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пространства, частное решение строится либо методом Дюамеля с помощью предварительно-
го продолжения заданной функции в правой части уравнения, либо в подобластях задачи [3, 4, 
8–10]. В нашем случае необходимо склеить полученные решения на границах подобластей, не 
теряя их гладкости.
Следует отметить, что в [11] предпринята попытка построить классическое решение для вол-
нового уравнения. Здесь при конструировании формулы решения автором сделана принципи-
альная ошибка, следовательно, в [11] частное решение не построено.
В данной работе основное внимание уделяется построению классического решения из класса 
( )kC Q  неоднородного волнового уравнения. Несомненно, по данной схеме можно в аналитиче-
ском виде построить классическое решение из ( )kC Q  для многих других задач в случае волно-
вого уравнения.
Постановка задачи. Относительно независимых переменных 0 1( , )x x=x  на плоскости 
2  
2( )∈x   рассматривается линейное одномерное волновое уравнение
 ( )0 1
2 2 2 ( ) ( ),     [0, ) [0, ),x xu a u f Q= ∂ − ∂ = ∈ = ∞ × ∞x x x  
   (1)
относительно искомой функции : ( ) ,u Q u→ ∈x x   где 
0 1
,  x x∂ ∂  – операторы частных производ-
ных первого порядка по переменным x0 и x1 соответственно, 0 0 0 1 1 1
2 2,  ,x x x x x x∂ = ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂  a
2 – положи-
тельное число из . Для уравнения (1) в четверти плоскости 2 определяется классическое реше-
ние из класса ( ),kC Q  k ≥ 2, k – целое положительное число.
Область [0, ) [0, )Q = ∞ × ∞  разделим на две подобласти { }( ) 0 1( )( 1) 0j jQ ax x= − − >x  независи-
мых переменных 0 1( , ).x x=x  В Q
( j) рассматриваем уравнение (1). На части границы ∂Q обла-
сти Q к уравнению (1) присоединяются условия Коши 
 01 1 1 1 1(0, ) ( ),     (0, ) ( ),     [0, ),xu x x u x x x= j ∂ = ψ ∈ ∞   (2)
а на оставшейся части границы ∂Q – граничные условия 
 
(1)
0 0 0( ) ,( ,0) ,     [0, )u x x x= m ∈ τ   (3)
 1
(2)
0 0 0,     ( ,0) , )( ) [ ,x u x x x∂ = m ∈ τ ∞   (4)
где (0, ).+τ∈ = ∞  Таким образом, имеем смешанную задачу (1)–(4) для уравнения (1). 
З а д а ч а. Определить в аналитическом виде классическое решение задачи (1)–(4) из класса 
( )kC Q  – непрерывно дифференцируемых функций до порядка ,  2,  k k Q∈ ≥  – замыкание обла-
сти (0, ) (0, ).Q = ∞ × ∞
Частное решение уравнения (1). Как известно [3], общее решение u уравнения (1) принадле-
жит ( )kC Q  тогда и только тогда, когда оно представимо в виде суммы 
 
(0)( ) ( ) ( ),pu u v= +x x x   (5)
где u(0) – общее решение из класса ( )kC Q  однородного уравнения
 
(0) ,( ) 0u x =  (6)
vp – частное решение из ( )
kC Q  уравнения (1).
О п р е д е л е н и е 1. Классическим решением из ( )kC Q  уравнения (1) называется любая 
функция 2: ( ) ,u Q u⊃ → ∈x x    определенная на замыкании ,Q  которая принадлежит классу 
( )kC Q  и удовлетворяет уравнению (1).
О п р е д е л е н и е 2. Общим решением из ( )kC Q  уравнения (1) называется совокупность всех 
классических решений этого уравнения (1) согласно определению 1.
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Согласно [3], общее решение (0) ( )u x  из ( )kC Q  однородного уравнения (6) существует тогда 
и только тогда, когда оно представимо в виде 
 
(0) (1) (2)
1 0 1 0( (( )) ,)u g x ax g x ax= − + +x  (7)
где g( j) – произвольные функции из класса ( )( ) ( )( ) ,   1,2,   ( )k j jC D g j D g=  – области определения 
функций ( ) (1) (2),  ( ) ,,  ( ) [0, ),  0,jg Q D g D g a∀ ∈ = = ∞ >x   (для определенности).
Решение задачи (1)–(4) находим согласно представлениям (5) и (7). Частное решение уравне-
ния (1) из класса ( )kC Q  в явном виде построено в работах [1, 2]. Воспользуемся этим частным 
решением vp. Данную схему и полученные результаты в [1, 2] изложим более подробно.
Область Q характеристиками 1 0{ | }x axγ = =x  и 0 1Γ { | }Q ax x a    x  разобьем на три под-
области (1) (2)0 1 0 1{ | 0},  { | 0 }Q ax x Q ax x a= − < = < − < τx x  и 
(3)
0 1{ | }.Q a ax x= τ < −x
Общее решение u(x) уравнения (1) из класса ( )( ) ( )k jC Q  в областях ( ) ,   1,2,3,jQ j =  представимо 
в виде 
 
( ) (1, ) (2) ( )
1 0 1 0( ( ) () ( ),    )  ,
j j j
pu g x ax g x ax v x Q= − + + + ∈x x  (8)
где ( )jQ  – замыкание области Q( j), g(1,j) – произвольные функции и ( ) ( )1,1 0 ,),[kg C∈ ∞  
( ) ( ) ( )1,3(1,2) [ ] ,  ,0 ( , ] ,k kg C a g C a∈ − τ ∈ −∞ − τ  g(2) – произвольная функции из класса ( )[0, ) ,kC ∞  vp(x) – 
частное решение уравнения (1) из ( ).kC Q  Пусть частное решение vp из класса ( ).
kC Q  
Следовательно, чтобы общее решение уравнения (1), определяемое соотношениями
 
( ) (1, ) (2) ( )
1 0 1 0( ) (( ) ( ) ( ),    ,)  
j j j
pu u g x ax g x ax v x Q= = − + + + ∈x x x  (9)
было из класса ( ),kC Q  необходимо и достаточно выполнение требований ( )( ) ( )ju u=x x  из клас-
са ( )( ) ,k jC Q  функции g(1,j) должны удовлетворять условиям непрерывности (условиям согласо-
вания) 
 
(1,2) (1,1) ,     0,1... ,(0) (0)p pd g d g p k= =   (10)
 
(1,3) (1,2) ,     0,1... .( ) ( )p pd g a d g a p k− τ = − τ =  (11)
Частное решение vp определяем согласно [1, 2]. Область Q разделим характеристикой γ на две 
части Q(1) и (2,3) (2) (3) Γ.Q Q Q    Пусть функция f принадлежит классу 1( ).kC Q−  Решение vp на 
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= ∂ ∂ =∑
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− − − − −
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= − + − ∂ ∂ +
∑ ∑
 
( ) ( )0 1 2
11 ( 1) (0,0) ,     2,3, , ,p p n py yp f j ka




n iC − −  – число сочетаний из n – 2 – i элементов по p. Если произвести вычисления, то числа Ajp 
для разных индексов можно представить частично в виде следующей таблицы.
Коэффициенты при различном j
Coefficients for different j
Aj0 Aj1 Aj2 Aj3 Aj4 Aj5 Aj6 Aj7 Aj8 Aj9 Aj10
4 – – – – – – – – – –
6 –6 – – – – – – – – –
16 0 16 – – – – – – – –
30 –10 10 –30 – – – – – – –
64 0 64 0 64 – – – – – –
126 –14 84 –84 14 –126 – – – – –
256 0 256 0 256 0 256 – – – –
510 –18 438 –186 186 –438 18 –510 – – –
1024 0 1024 0 1024 0 1024 0 1024 – –
2046 –22 1936 –352 1276 –1276 352 –1936 22 –2046 –
4096 0 4096 0 4096 0 4096 0 4096 0 4096
Так как функция f принадлежит множеству 1( ),kC Q−  то функции f (1,j), j = 1,2, и f (2), определен-
ные формулами (14)–(17), обладают следующими свойствами: 
( ) ( )(1,2) (2)( ,0] ,   [0, ) .k kf C f C∈ −∞ ∈ ∞
Кроме того функции f (1,j) ( j = 1,2) в точке нуль удовлетворяют следующим условиям согласования: 
(1,1) (1,2)(0) (0),f f=
(1,1) (1,2)(0) ( ,0)df df=
2 (1,1) 2 (1,2)
2(0) (0 ,
1 (0,0),    3)d f d f f n
a
− = − =
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1 1( 1) ( 1) (0,0)
2
j j i
p j j p j p p





− − − − −
− −− − −
= =





211 ( 1) (0,0) ,     2,  3,  4  .p p j py yp f ja
− − + + − ∂ ∂ = …  
  (18)
В свою очередь условия согласования (18) для функций f (1,j), j = 1,2, обеспечивают усло-
вия согласования (непрерывности до порядка k) функций (1)pv  и 
(2,3)
pv  (13)–(17) на характеристике 
{ }1 0x axγ = =x  следующим образом: 
( ) ( )
0 1 0 1
(1) (2,3)
1 0 1 0 ,  
p m p m
x x p x x pv x ax v x ax∂ ∂ = = ∂ ∂ =x x
   ,    0 .p m k∈γ ≤ + ≤x  (19)
Из представлений (13)–(15) следуют условия Коши для функции vp при x0 = 0:
 11 10, 0, 0.( ) ( )p x pv x v x= ∂ =  (20)
Если вычислить производную второго порядка 
1




10, (0,0).( )x pv x f∂ =  (21)
Далее рассмотрим уравнение (1), где обе его части продифференцируем по x1. Затем полагаем 
x1 = 0. Заметим, что производная 1 1
2
10,( ) 0x x pv x∂ ∂ =  в силу условия (20) – производная по касатель-
ному направлению вдоль оси x1. В этом случае получим
 0 0
3
1 1 .( ) 0 0(, ),x p xv x f x∂ = ∂  (22)
Затем вычисляем производные по x0 уравнения (1) любого порядка n ≤ k. Используя предыдущие 






2 2 2 2
1 1
0
0, ( ) (0, ),     3,4,) , ,(
j
n
n j n j j
x p x x
j
v x a f x n k
 −  
− −
=




,   целое четное число,
2




         

Результаты, полученные относительно частного решения vp уравнения (1), сформулируем 
в виде теоремы.
Те о р е м а 1. Пусть функция f уравнения (1) принадлежит классу 1( ),  ,  2.kC Q k N k− ∈ ≥  Тогда 
функции
( ) ( ) ( )(1,1) (1,2) (2)[0, ) ,     ( ,0] ,     [0, ) ,k k kf C f C f C∈ ∞ ∈ −∞ ∈ ∞
определенные через f формулами (14)–(16), где ,  0a a∈ >    (для определенности), коэффициенты 
b( j) из (16) определяются формулами (17) для 2,3, ,j k= …  и (0) (1) 0.b b= =  Кроме того, функция vр, 
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согласно формулам (12)–(16), принадлежит классу ,  2,   [0( ) , ) [0, ),kС Q k Q      является 
частным решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям (20)–(23).
Классическое решение задачи (1)–(4). Как известно [2], общее решение u( j), 1,2,3,j =  уравне-
ния (1) в каждой подобласти Q( j) представимо в виде (8) и принадлежит классу функций ( )( ) ,k jC Q  
если предположить, что 1( )kf C Q−∈  (см. теорему 1), ( ) ( )(1,1) (1,2)[0, ) ,   [ ,0] ,k kg C g C a∈ ∞ ∈ − τ  
( )(1,3) ( , ] .kg C a∈ −∞ − τ  Тогда общее решение u уравнения (1), определяемое формулой (9), следует 
из множества ( )kC Q  тогда и только тогда, когда будут выполняться условия согласования (10) 
и (11).
Представление (8) общего решения уравнения (1) для j = 1 должно удовлетворять условиям 
Коши (2). В результате получим систему уравнений относительно функций g(1,1) и g(2):
 
(1,1) (2)
1 1 1 1 1 1( ) ( )(0, ) (0, ) ,     [0, ),( )pu x g x g x v x x x= + + = j ∈ ∞  (24)
  0 0
(1,1) (2)
1 1 1 1 1 1(0, ) 0, ,     [0,( ) ( ) ( ) ( ) ).x x pu x adg x adg x v x x x∂ = − + + ∂ = ψ ∈ ∞  (25)







0, ( ) 2 ,     [0( ) ( ) ,( ).)
x x
x pag x ag x v d d aC x− + + ∂ ζ ζ = ψ ζ ζ + ∈ ∞∫ ∫
 
(26)
Из уравнения (26) и уравнения (24), как алгебраической системы, находим значения функ-





1 1 1 1
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1 1 1 1( ) (0, ) 0, ,     [0, ),
2 2 2 2
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x x
p x pg x x d v x v d C xa a







1 1 1 1
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1 1 1 1( ) (0, ) 0, ,     [0, ),
2 2 2 2
( ) ( ) ( )
x x
p x pg x x d v x v d C xa a
= j + ψ ζ ζ − − ∂ ζ ζ + ∈ ∞∫ ∫
 
(28)
где C – произвольная константа из . Удовлетворяем решение (9) граничному условию (3), чтобы 
получить значения (1,2) ( )g z  функции g(1,2). С учетом (28) получим значения функции g(1,2) в виде 
(1,2) (1) (2),0( ),) (pz g z
z zg v
a a






1 1 1( )( ,) 0 0,
2 2




z zg d v v z
a a a
z z
−   = m − − j − ψ ζ ζ − − + − +   









x pv d C z aa
−
+ ∂ ζ ζ − ∈ −τ∫
 
(29)



















− τ − τ
ζ ζ   = j + ψ ζ ζ + m − ζ − ∂ − ζ −   
   




1 10, 0, ,     ( , ],
2
( ) ( )
2
z
p x pv z v d C C z aa
−
− − − ∂ ζ ζ + + ∈ −∞ − τ∫ 
 
(30)
,C C  – произвольные постоянные, принимающие значения, независимые друг от друга.
292  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2021, vol. 57, no. 3, рр. 286–295
Из формул (27), (29), (30) и теоремы 1 следует, что функции ( ) ( )1,1 [0, ) ,kg C∈ ∞  
( ) ( )(1,2) (1,3)[ ,0] ,   ( , ] ,k kg C a g C a∈ − τ ∈ −∞ − τ  если предположить выполнение условий гладкости на за-








,     [0, ) ,
,     
( )
( ) [ ,0] ,
















= ∈ − τ
 ∈ −∞ − τ
принадлежала классу ( , ),kC −∞ ∞  должны выполняться условия непрерывности (9) и (11).
Следующие вычисления понадобятся нам для определения условий (9) для p > 0 через задан-
ные функции задачи (1)–(4):
0 1
(1, )2) (1(0) (0) (0)1 1 1 1( 1)
2
(0,0) ( , )
2
0 0p p p p p px p x pp pd g d d v va a
 = − m − j − ∂ + ∂ + 
 
 0 1





x x pd v z aa a
− − − + − ψ − ∂ ∂ ∈ −τ 
   
(31)
1
(1,1) (0) (1 1
2 2
0) (0,0)p p px pd g d v= j − ∂ +
 0 1
( 1) ( 1)1 1 ,     [ ,0](0) (0,0) ,
2 2
p p
x x pd v z aa a
        .
 
(32)
Из представлений (27) и (29) следует, что равенства (9) выполняются тогда и только тогда, 
когда 
(1) (1)0,    (0) (0) (0) ,(0) 0dm −j = m −ψ =
0 1
(1) (0) (0) (0,0 ,     2,4...,   ) (0, )   ,0s s s s s sx p x pd a d v a v s s km − j = ∂ − ∂ = ≤
 0 0 1
(1) 1 1 ( 1) ( 1) ,     3,5...,     .  (0) (0) (0,0) (0,0)s s s s s px p x x pd a d v a v s s k
− − − −m − ψ = ∂ − ∂ ∂ = ≤  (33)
Значения функций g(1,2) и g(1,3), представленные формулами (29) и (30), подставляем в усло-
вие (11). Пусть p = 0. Тогда 
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− ∫ ∫ ∫
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0
0
( ) ( )1 10, 0,
2 2
z
p x pv z v da
−




(1) 1 1( ) ,0 0, 0( ) ( ) ( ) ( ) ( , .)
az az
p p x pz az d v z v az v d Ca a
+m −j − ψ ζ ζ − + + ∂ ζ ζ −∫ ∫
 
(35)
Для представления условий согласования (11) через заданные функции задачи (1)–(4) вычис-
лим производные функций g(1,2)(z) и g(1,3)(z), представленных формулами (33) и (34). Итак,
( ) ( )
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s
s
x x pv z s k z aa
+
−− ∂ ∂ − = … ∈ −∞ − τ
 
(37)
Согласно формулам (36) и (37), условия согласования (11) в эквивалентном виде запишутся 
следующим образом: 
( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 1( ) ( )s s s s s sd ad a d a a d a− − −m τ − m τ − j τ − ψ τ =
 0 1 0 1
1 1 1,0( ) 0, ,    1,( ,) 2 , .s s sx x p x x pa v a v a s k
− − −= ∂ ∂ τ − ∂ ∂ τ = …  (38)
Полученные результаты сформулируем в виде теоремы.
Те о р е м а  2. Пусть 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 (1) (2) 1[0, ) ,  [0, ) ,   [0, ) ,   [0, ) ,   [0, ) .k k k k kC C f C C C− − −j∈ ∞ ψ∈ ∞ ∈ ∞ m ∈ ∞ m ∈ ∞
Существует единственное классическое решение задачи (1)–(4) из класса ( ),kC Q  и оно пред-
ставимо в аналитическом виде согласно формулам (8), (12)–(16), (27), (29), (30) тогда и только 
тогда, когда выполняются условия согласования (33) и (38), где k – любое целое число 
и k ≥ 2.
Выводы. Рассмотрена граничная задача со смешанными условиями Коши, Дирихле 
и Неймана для одномерного волнового уравнения в четверти плоскости. В аналитическом ви-
де построено классическое решение из класса непрерывно дифференцируемых функций про-
извольного порядка. Для представления решения задачи без продолжения заданной функции 
неоднородного уравнения в классе Ck функций построено частное решение. Доказаны необходи-
мые и достаточные условия на заданные функции, при выполнении которых при определенных 
требованиях гладкости этих функций существует в аналитическом виде классическое решение 
рассматриваемой задачи.
Без существенных изменений представленная в работе схема переносится на аналогичные 
задачи с другими смешанными условиями для волнового и иных обобщающих уравнений. 
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